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1. Опис проблема који се решава техничким решењем 

Техничко решење, софтвер ПАК-Ф, припада области научно-техничких услуга, 

пројектовање и развој компјутерског софтвера. Софтвер се односи на ламинарно 

струјање флуида са преносом топлоте. Одређивање основних величина струјања флуида 

као што су брзине, смичући напон, притисак и температура или концентрација су 

добијени применом методе коначних елемената (МКЕ) за конкретан проблем.  

Већина индустријских проблема захтева неки вид решавања струјања флуида. Спрега са 

преносом топлоте или конвективно дифузним процесима се такође намеће у сложеним 

практичним проблемима. Корисници ових софтвера су заинтересовани за што је могуће 

прецизнијим дефиницијом струјања флуида, провођења топлоте или дистрибуција 

концентрације како би експлоатисали своја постројења на економски најприхватљивији 

начин.  

 

2. Стање решености проблема у свету – приказ и анализа постојећих решења 

 
Развијени софтвер је на нивоу познатих светских софтвера (FLUENT, CFX, ANSYS-CFD). 

Код већине комерцијалних софтвера прорачунска динамика флуида се заснива на 

употреби Навије-Стоксових једначина и једначина континуитета. Примена методе 

коначних елемената опште прихваћена прорачунска методологија у прорачунској 

динамици флуида.   

При развоју софтвера ПАК-Ф коришћено је доста нових и оргиналних метода решавања 

струјања флуида, Пеналти стабилизациона метода, Мешовита формулација. Такође је 

имплементиран већи број 2Д и 3Д коначним елемената, са различитим бројем контурних 

чворова и међучворова. Применом специфичних метода оптимизације густине мреже 

избегавају се потенцијалне грешке које корисник софтвера може да направи у припреми 

података за прорачун око 3Д струјања флуида са провођењем топлоте.  

 

3. Суштина техничког решења 

 
Код спрегнутих проблема струјања флуида са провођењем топлоте као и конвективно 

дифузних процеса јављају се велики проблеми у моделирању и конвергенцији решења. 

Оригиналност овог софтвера је методологија стабилизацији и налажења оптималних 

параметара који за сваки пример са великим Рејнолдсовим бројем налази задовољавајуће 

решење. Неки проблеми струјања флуида се могу одредити аналитичким методама 

механике флуида. Међутим, примена аналитичких решења при сложеним геометријским 

конфигурацијама као и при сложеним граничним условима је немогуће користити. Из тог 

разлога је примена методе коначних елемената (МКЕ) у механици флуида са провођењем 

неминовна.  

На основу савремених научних сазнања из области прорачуна динамике флуида са 

провођењем топлоте развијен је домаћи софтвер за дефинисање основних параметара 

струјања флуида. Под основним параметрима механике флуида подразумевамо брзину 

флуида у сва три правца, притисак флуида, смичуче напоне, температуру или 

концентрацију и градијенте истих величина у било којој геометрији. У софтвер су 

имплементиране најсавременије нумеричке методе (Пеналти метода, Итеративна метода 

решавања, паралелни солвер, и др.) за решавање проблема механике флуида реалних 

проблема.  

Развијени софтвер је једноставан за употребу и подржан комплетном пратећом 

документацијом, одржавањем и обуком, са могућношћу брзе доградње модула по захтеву 

корисника. Посебно је значајно то што развијени софтвер у изворном коду може бити 



доступан заинтересованим истраживачима како у нашој земљи тако и у иностранству за 

потребе даљих истраживања.  

 

4. Детаљан опис техничког решења (укључујући и пратеће илустрације и 

техничке цртеже) 

 

Развоју софтвера претходила је детаљна теоријска анализа заснована на примени методе 

коначних елемената на струјање флуида са провођењем топлоте.  

 Овде износимо основне поставке моделирања флуида методом коначних 
елемената. Подразумева се имплицитна формулација, тј. формулација у којој се услови 
баланса постављају за крај временског корака интеграције (Kojic et al, 1998, Filipovic 
1999, Kojic et al, 2008). 
 Мешовита формулација. Једна од најчешће заступљених метода решавања струјања 
флуида је мешовита (брзине-притисци, v-p) формулација (Filipovic 1999). У овој 
формулацији истовремено се решавању оба физичка поља од интереса, брзина и 
притисак.  

Овде ћемо предпоставити да имамо Њутнов флуид, тако да су једначине 
равнотеже облика. Поред једначина равнотеже, морају бити задовољени гранични 
услови који могу бити: 

- задате брзине iv  флуида на површини С1:  
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i i S
v v=  (1) 

- задате површинске силе S
iF  на површини С2: 
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S
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где су њ компоненте јединичног вектора нормале на површину С2. У последњој 
једначини коришћена је Кошијева формула. Наравно, важи услов да површине С1 и С2 
које се не преклапају чине укупну површину С, 

 1 2 1 2iS S S S S∩ = ∅ ∪ =  (3) 

Да би се добиле једначине баланса коначног елемента, примењује се 
Галеркинова метода (Kojic et al, 1998). Полазимо од тога да се брзине ви и притисак 
флуида п у пољу коначног елемента могу изразити коришћењем интерполационих 
функција и вредности у чворовима,  

 ii iv H v p G pα α δ δ= =  (0.0.1) 

где су Ха интерполационе функције за брзину флуида, при чему је а=1,..,М;  Gд су 
интерполационе функције за притисак, при чему д=1,...,N. Овде М и N представљају 
број чворова по елементу за брзину и притисак. Даље, ако једначине баланса 
помножимо, респективно, интерполационим функцијама Hα  и Gδ  и интегралимо по 
запремини коначног елемента, тако да добијамо једначине: 
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Ако се изврши парцијална интеграција и превођење прва два интеграла на десној 
страни (0.0.2) у површинске интеграле, добија се уместо (0.0.2): 
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 Код мешовите формулације v-p (брзина-притисак) и имплицитне интеграције, за 
дефинисање величине притиска се узимају интерполацијске функције увек за ред ниже 
него за брзине. У зависности од броја чворова по елементу и типа елемента код v-p 
мешовите формулације, искуствено је добијен број чворова по елементу (број 
интерполационих функција) за брзину и притисак; преглед је дат у Табели 1. 
 
 
ТАБЕЛА 1 Тип елемента и броја чворова за брзину и притисак 

Тип 
елемента 

Број 
чворова 
по 

елементу 

Број чворова по 
елементу за v и p 

Брзина v Притисак 
p 

2-Д 
4 4 1 
9 9 4 

3-Д 
8 8 1 
21 21 8 
27 27 8 

 
 
 Када се замене брзине и притисак из једначине (4) у једначине (7) и (6), добија 
се: 
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где су , 1,2,..., ; , 1,2,3M i jα β = = , и 
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Претходне једначине се могу написати у матричном облику у облику 
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где су: 
матрица маса  
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матрица конвективног члана 
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матрица вискозног члана 
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матрица градијента притиска  

 ( ) , ,
T

ii
V V

H G dV dVα δαδ
= − = −∫ ∫vp xK H G  (14) 

вектор запреминских сила  
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вектор површинских сила 
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овде су 1 2 3, ,v v v  вектори који садрже компоненте x,y,з чворова, респективно. 

 Пошто се у конвективном члану појављују брзине, проблем је нелинеаран и 
неопходан је итеративни поступак за решавање система једначина у временском 
кораку. 

Брзина и притисак на крају корака се изражавају преко текућих вредности и 
прираштаја у итерацији, 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1im m m mt t t t t t t t
i i iv v v p p pα α α δ δ δ

− −+∆ +∆ +∆ +∆= + ∆ = + ∆  (17) 

где је м текући број итерације. Такође се извод по времену из једначине (8) може 
написати преко Ојлерове шеме унапред ("форwард"): 
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Када се изрази (17) и (18) замене у једначине (8) и (9), њихов матрични облик дат 
једначином (10) постаје (Filipovic et al 2004): 
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са матрицама које следе из ове замене. Једначина (19) се решава несиметричним 
солвером (Filipovic 1999, Kojic et al, 2008) пошто је глобална матрица леве стране ове 
једначине несиметрична услед конвективног члана који је присутан због Ојлерове 
формулације флуида.  
 
Решавана су 3 случаја – струјање у савијеној цеви, без проширења, са проширењем  са 
сужењем. Гранични услов је задата разлика притиска на улазу и излазу. Геометрија је 
дата на слици 1. 

 
 

Slika 1– Geometrija strujanja 

 
Следеће слике приказју решења за поње промене брзине коришћењем два различита 
софтвера. 
 

• Случај закривљене цеви без проширења 
 

  

Слика 2a – Поље брзина– Palabos  Slika 2b – Поље брзина- PakF 

 
 
 
 
 
 
 



• Случај закривљене цеви са проширењем 
 

 

  

Слика 3a – Поље брзина– Palabos  Slika 3b – Поље брзина- PakF 

 
• Случај закривљене цеви са сужењем 

 

  

  

 

Слика 4a – Поље брзина– Palabos  Slika 4b – Поље брзина- PakF 

 
 

У следећој табели су дата поређења различитих софтвера брзина за средиште излазног 
пресека: 
 

 Без проширења Са проширењем Са сужењем 
Palabos 0,97576 0,64798 1,44861 
PakF 0,99187 0,64837 1,4581 
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