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1. Опис проблема који се решава техничким решењем 

Техничко  решење  (софтвер  PAK‐ГЕО)  припада  области  научно‐техничких  услуга, 
пројектовање  и  развој  компјутерског  софтвера.    Софтвер  се  односи  на  гео‐техничке 
проблеме,  садржи  неколико  материјалних  модела  за  моделирање  понашања  тла  (Cam‐
Clay,  генерализовани  модел  са  капом,  Drucker‐Prager  са  и  без  ојачања  и  Hoek‐Brown 
материјални  модел).  Поменути  модели  за  решавање  гео‐техничких  проблема  су 
развијени  коришћењем  методе  водећег  параметра  као  и  методе  инкременталне 
пластичности.  Већини  део  софтвера  је  развијен  у  оквиру  пројеката  Министарства  за 
науку и технолошки развој Републике Србије ТР12005.  

Због  низа  специфичних  својстава  која  разликују  материјал  тла  у  односу  на  друге 
материјале, механика тла  је постала различита и одвојена дисциплина механике. Развој 
ове дисциплине је, такође, био стимулисан великим распоном примене у грађевинарству 
и гео‐техничким прорачунима. Многи инжењерски материјали, као што су метали, али и 
бетон и дрво, показују линеарно напонско‐деформацијско понашање до одређеног нивоа 
напрезања.  Међутим,  материјал  тла  не  задовољава  овај  закон  или  га  задовољава  до 
релативно малих вредности напрезања. због тога  је врло значајно развити материјалне 
моделе  који  са  довољном  прецизношћу  симулирају  понашање  гео‐материјала 
(материјални модели гео‐механике). 
 
2. Стање решености проблема у свету – приказ и анализа постојећих решења 
 
Нагли  развој  нумеричких  метода  за  прорачун  гео‐техничких  проблема  и  симулацију 
понашања  гео‐материјала  под  дејством  оптерећења  је  последица  могућности  које 
пружају  савремени  компјутери  великог  капацитета,  али  и  доступних  података  о  стању 
гео‐материјала  који  се  анализирају.  Данас  у  свету  постоји  велики  број  софтвера  за 
решавање  проблема  гео‐механике  базираних  на  методи  коначних  елемената:  PLAXIS, 
Phase2, Geo‐Slope, Open‐See.  
 
3. Суштина техничког решења 
 
На  основу  савремених  научних  сазнања  из  области  решавања  гео‐техничких  проблема 
развијен је домаћи софтвер за прорачун напонско‐деформацијског стања конструкција у 
гео‐механици.  У  софтвер  су  имплементирани  материјални  модел  за  симулацију 
понашања  ове  врсте  материјала  (земље,  глине,  стена,  еластичних  елемената)  који 
функционише на основу методе коначних елемената (МКЕ).  

Развијени  софтвер  је  једноставан  за  употребу  и  подржан  пратећом  документацијом,  са 
могућношћу  брзе  доградње  модела  на  захтев  корисника.  Посебно  је  значајно  то  што 
развијени  софтвер  у  изворном  коду  може  бити  доступан  заинтересованим 
истраживачима  како  у  нашој  земљи  тако  и  у  иностранству  за  потребе  даљих 
истраживања.  

 
4. Детаљан опис техничког решења (укључујући и пратеће илустрације и техничке 
цртеже) 
 

Модел глине (Cam­Clay) 

Један  од  најраспрострањенијих  модела  и  генерално  примењиван  у  геомеханици  јесте 
модел  глине  –  Кем‐Клеј  (Roscoe  and  Schofield,  1963).  Површ  течења  која  има  особину 
ојачања  при  повећању  пластичне  деформације  приказана  је  на  слици  1  и  за  крај 
временског корака има облик (Којић, 1993): 

2
0 22

3
0t t t t t t t t t t

y m m Df p J
M

           (1) 



где су:   t t
m

  ‐ средњи напон,   2
t t

DJ ‐ друга инваријанта девијатора напона 

 
Слика 1 Модел глине (Цам­Цлаy) 
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а  0
t t p   параметар  који  дефинише  величину  елипсе.  Понашање  материјала  је  описано 

Линијом критичног стања (ЛКС) дефинисане углом  M arc tg M  , на којој се материјал 

деформише  при  константној  запреминској  пластичној  деформацији.  Линија  критичног 
стања напона раздваја области ојачања и омекшања.  
Ојачање материјала се дефинише диференцијалном једначином: 
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где  су  p
mde   ‐  прираштај  средње  запреминске  пластичне  деформације,  Sk   ‐  материјална 

константа,  а  e   ‐  порозност.  Порозност  на  крају  корака  t t    изражавамо  преко 
запреминске деформације  t t

Ve
  као: 

 01 1t t t te e e e      (4) 

где је  oe  почетна порозност. 
 

Генерализовани модел са капом 
 

Посебну групу геомеханичких материјалних модела представљају модели са капом, који 
се  описују  са  две  површи  течења  које  се  секу.  Једна  површина  одговара  перфектној 
плстичности (фиксирана крива 1 0f  ),  а друга има облик капе  (елипса  0cf  ) које мења 

своју величину током пластичне деформације и има карактеристику ојачања.  

          
Слика 2 Дефинисање површи течења 

Модел представљамо у координатном систему  1 2, DI J  где су,  1I   прва инваријанта 

1 iiI    (5) 
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а  2DJ  друга инваријанта девијатора напона 

2
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Пре разматрања понашања материјала, прво ће бити дефинисане једначине кривих које 
ограничавају еластичну област. Прва   1 0f   има облик експлицитне криве облика 
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1 2 1 0B I

Df J k Ae I       (7) 

где су  1, ,A B k i   материјалне константе.  
Друга  крива  представља  капу  и  дефинисана  је  једначином  елипсе.  Општи  облик 
једначине елипсе је: 
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где су:  ,a b  ‐ полуосе елипсе, а  0 0,x y  ‐ координате центра елипсе. 

Са Слике 2 се види да је  0 0y  , па једначина (8) може бити написана у облику 

 22 2 2 2 2
0 0b x x a y a b      (9) 

Одговарајуће везе се могу дефинисати на основу података са Слике 7: 

1x I ,      2Dy J   (10) 
 

a RB ,     b B ,        0x L   (11) 
где L  дефинише центар елипсе, а R  однос између полуоса  
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R

B


   (12) 

код којег  X  представља пресек капе са  1I  осом. 
 Експериментално је одређено, да се R  може изразити у функцији од L  као 
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  (13) 

где су  0R , 1R ,…, 5R  материјалне константе. 

Заменом (10) и (11) у (9) добијамо једначину елипсе у облику : 

   2 2 2
1 2 0c Df I L R J B       (14) 

У старту одређујемо полажај пресека елипсе са  1I  осом, вредност за  X . Функцију течења у 

пресечној тачки пишемо за  2DB J  и  1I L , тако да се добија  0cf  , а из (7) 
1 0B LB k Ae L      (15) 

За одређивање  X  треба да B  из (15) заменимо у (12), тако да се добија  

 1B LX L R k Ae L      (16) 

 
Дракер­Прагер материјални модел 

Овај материјални модел  је дефинисан са две површи течења које се секу, од којих  једна 
одговара перфектној пластичности, а друга има карактеристику ојачања (слика 3) 



 

Слика 3 Дракер­Прагер материјални модел са равном капом 
Модел  је  представљен  у  1 2DI J   координатном  систему,  као  најпогоднијем  за 

представљање овог материјалног модела, где су  1I  и  2DJ  прва инваријанта напона и друга 
инваријанта  девијатора  напона,  респективно.  Прва  инваријанта  напона,  такође  може 
бити дефинисана преко средњег напона: 

1 3 m ij ij iiI         (17) 
Еластична област (слика 3)  је ограничена Дракер‐Прагеровом површи, капом и линијом 
максималног затезања. Напонска тачка на Дракер‐Прагер линији на крају корака мора да 
задовољава једначину: 
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где су:  , k  ‐ материјалне константе 
Уколико се напонска тачка на крају корака  t t   нађе на капи, мора бити испуњен услов: 

1 0t t t t t t
cf X I       (19) 

где је:  t t X  ‐ положај капе на крају корака 
На слици 3 су показана два положаја капе и то у тренутку  t  и у тренутку  t t  . Ојачање 
материјала је дефинисано кроз промену запреминске пластичне деформације: 
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  (20) 

Овај израз је још познат и као Закон ојачања (DiMaggio and Sandler, 1971) где су: 

  ,W D  ‐ материјалне константе,  0X  ‐ почетни положај капе 

Из  претходног  се  може  закључити  да  константа  W   представља  максималну  вредност 
запреминске пластичне деформације: 

 
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док константа D  представља почетни угао криве ојачања (слика 2). Ове две константе су 
негативне. 
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Закон ојачања може бити написан и у следећем облику: 
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Слика 4 Положај капе  X у функцији од запреминске пластичне деформације  P
Ve  

Уколико  напон  прекорачи  дозвољену  вредност  затежућег  напона,  најчешће  се  користи 
правило  да  се  све  три  компоненте  нормалног  напона  изједначе  са  једном  трећином 
максимално дозвољеног затежућег напона (T ): 

   11 22 33 3

T       (24) 

док се смичући напони изједначавају са нулом: 
   0ij i j     (25) 

Пре  дефинисања  основних  једначина  за  интеграцију  напона  у  току  временског 
корака  t ,  даћемо  неке  основне  релације  које  важе  у  области  еластичности.  Прво 
налазимо пробна еластична решења за средњи напон: 

                                      t t E t t E
m m mc e       (нема сабирања по m )  (26) 

и девијаторски напон: 
'2t t E t t E

ij ijS G e    (27) 

где је:  't t E
ije  ‐ пробна еластична девијаторска деформација 

' ' 't t E t t t P
ij ij ije e e     (28) 

t t E
me  ‐ средња пробна еластична деформација 

t t E t t t P
m m me e e     (29) 

Где  су:  't t
ije   ‐  укупна  девијаторска  деформација,  't P

ije ‐  пластична  девијаторска 

деформација,  t t
me  ‐ средња укупна деформација,  t P

me  ‐ средња пластична деформација. 
Следећи корак јесте провера услова течења. Ако је услов (30) задовољен, напонска тачка 
у текућем кораку се налази у еластичној области и деформације одговарају пробним. 

0t t E
DPf   и  0t t E

Cf
    (30) 

Уколико  услов  (30)  није  задовољен,  деформације  су  еласто‐пластичне  и  напони  (26)  и 
(27) морају бити кориговани на следећи начин: 

 t t t t t E P
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где су:  P
me  ‐ инкремент средње пластичне деформације,  

'P
ije  ‐ инкремент девијаторске пластичне деформације. 

Рачунски  кораци  за  имплилцитну  интеграцију  напона  коришћењем  методе  водећег 
параметра, су дати у Табели 1. 
 

 



Табела 1 Рачунски кораци имплицитне интеграције напона методом водећег параметра 
Познате величине: 

          , , , , ,t t t P t P t t t
me e e X e 

 
Непознате величине: 

          , , ,t t t t P t t P t t
me e X   

 
кор. 1: Изразити све непознате у функцији од једне непознате и познатих величина, 
кор. 2: Формирати функцију   t t P

mf e  и решити водећу једначину: 

         
  0t t P

mf e 
 

кор. 3: Заменити решење  t t P
me  за водећи параметар и израчунати све непознате из корака 1. 

 

 

Хук­Браун материјални модел 

Хук‐Браун материјални модел (Hoek and Brown, 1980)  је описан функцијом течења  0sf   

која одговара перфектној пластичности. 

 

Слика 5 Хук­Браунова  површ течења 
Површ течења која ограничава област еластичности овог модела је дефинисана следећом 
једначином: 

. 2 2
2 1 2

sin
cos 4 cos

33
c

c D D c

m
f m J I J s

    
     

 
.  (33) 

где је    ‐ Ладеов угао,  1I  ‐ прва инваријанта напона,  2DJ  ‐ друга инваријанта девијатора 
напона, док  , cm   и s  представљају материјалне константе. 

Функцију пластичног потенцијала добијамо из услова (Phase2): 

   6 6 2s s sg f f            (34) 

одакле следи: 

2
1 2 2

3
3

3 2
dil c

s dil c c

m
g I m J J s


       (35) 

За случај  dilm m  имамо квази­асоцијативни услов течења. 
 

 
 
 
 
 
 
 



Верификација развијеног модела 
 

Слика 6 Резултати аналилзе Едометарског теста, Дракер‐Прагер материјалнi модел са 
ојачањем (метода водећег параметра‐GPM; метода инкременталне пластичности‐IPM) 

 

 

 

Слика 7 Резултати аналилзе Троосног теста, коришћењем Дракер‐Прагер материјалног 
модела са и без ојачања (ПАК‐Адина), за различите функције оптерећења (метода водећег 

параметра‐GMP и метода инкременталне пластичности‐IPM) 
 

a) б)

ц) д)

е) ф) 

a) б)



 

Слика 8 Напонско‐деформацијска анализа бране „Боговина“ 
а) Модел бране, б) резултати естимације коришћењем различитих материјалних модела, ц) поље 

пластичне деформације, д) поље померања у моделу 
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(' r. 

Oll:rrYKOM HaCTaBHO-HaynmOr Bena MallIlIHCKOr <paKymeTa y KparyjeBUY 6p 01­

111128-14011: 22.04.2010. rOIl:HHe HMeHOBaHH CMO 3a peueH3eHTe TeXHHqKOr perneIha: 

"Cocjjmaep 3a zeoMexaHUI~y"-IIAK-rEO 

aYTOpa: J(p Mu.llow Kojuh, J(p PaaOBaH C.IlaBKoBuh, J(p MUpOC.IlaB )l(UBKOBult J(p 

HeHaa rpyjoBun, u Mp J(pazaH PaKun. Ha OCHOBY npell:rrora OBor TeXHHqKOr perneIha 

nOIl:HOCHMO Crrell:enH 

H3BEm TAJ 

Kojuh, J(p PaaOBaH C.IlaBKOBUn, J(p MUpOC.IlaB )l(UBKOBUh, J(p HeHaa rpyjoBuh, u Mp 

J(pazaH PaKun, peaJIH30BaH 2008-2010 rOIl:HHe, npHKa3aH je Ha 10 crpaHHua <popMaTa 

A4, nHcaHHX 11 <pOHTOM, 1 npOpell:OM, CaIl:P)KH 8 crrHKa. CaCTaBJbeHO je Crrell:enHX 

nOrrraBJba: 

1. 	 OnHc np06rreMa KOjH ce pernaBa TeXHHqKHM perneIheM 

2. 	 CTaIhe perneHocTH np06rreMa y cBeTY - npHKa3 H aHaJIH3a nocTojeilHx 

perneIha 

3. 	 CyrnTHHa TeXHHqKOr perneIha 

4. 	 )..(eTaJbaH onHC TeXHHqKOr perneIha TeopHJCKe OCHOBe Kao H 

BepH<pHKaUHOHH npHMep (yKJbyqyjynH H npaTene HrrycTpaUHje) 

5. 	 JIHTepaTypa 

TeXHHqKO perneIhe npHnall:a 06rracTH HayqHO-TeXHorrornKHx ycrryra, npojeKToBaIhe H 

Pa3BOj KOMnjyrepcKor co<pTBepa (Krraca 42). 

HapyqHrrau TeXHHqKOr perneIha je IIHcTuTYT "JapOCJJaB ~epHu" a.)J,., peaJIH30BaHO je y 

OKBHPY pall:a He npojeKTY: TP12005 - Pa3aoj cocjjmaepa 3a eKCn.llUijUmHY 

iJuHaMUI.fKY aHU.IlU3Y - MUHucmapcmBa 3a HayKy Peny6.1luKe Cp6ujeJ 2008­

201 OJ 

TIpHMeHa npell:rrO)KeHOr TeXHlIqKOr perneIha peamnoBaHa je y IIncTlITYry "JapOCJJaB 

~epHIf" a.)J,., lieorpa)J,. 



MHIDJbEIhE 

Aymopu meX7-1U'iKOZ peUlelba "CocjJmaep 3U zeoMexUHUKy"- flAK-rEO cy jac7-1o 

npUKa3aJlU, meopujcKu 06paowzu U UMlVleMe7-1mUpaJlu KOMlVlem7-1Y cmpyKmypy 

meX7-1U'·iKOZ peUlelba. 

llpeoJloJICe7-1u corjJmeep 7-lanuca7-1 je 7-la oC7-1oey cma7-1oap07-1ux U 7-l0eujux meopujcKux 

rjJopMyJlal1uja U3 06Jlacmu 7-lyMepU'.fKe zeOMeXa7-1UKe. Pa3euje7-1u corjJmeep 3a 

zeOMeXa7-1UKY ne ce npUMelbueamu y l1ulbY: 

• 	 npopalJy7-1a lJepcmone U cma6uJl7-1ocmu zeo-meX7-1UlJKUX K07-1cmpYKl1uja 00 

lbuxoeoz CJlOMa 

• 	 a7-1aJlWZ3e cma6wz7-1ocmu (oopeljuealba cmene7-1a cuzYP7-1ocmu) KOCU7-1a 

• eene nOY30a7-10Cmu mpaJICe7-1ux pe3YJlmama. 

Ha oC7-1oey onuca meX7-1UlJKOZ peUlelba MOZY ce o07-1emu cJleoenu 3aKlbYlJl1u: 

1. 	 Pa3euje7-1U corjJmeep llAK-TEO y nopeljelby ca OpYZUM KOMepl1ujaJl7-1UM 

corjJmeepuMa KOjU cy 6uJlu oocmyn7-1u, UMa CJlUlJ7-1e Mozyn7-10cmu U oaje 

nOY30a7-1e pe3YJlmame npu 7-lYMepUlJKUM npOpalJy7-1UMa, 

2. 	 Aymopu meX7-1UlJKOZ peUlelba cy OaJlU 0puzu7-1aJl7-1e aJlZOpUmMe 3a u7-1meZpal1ujy 

K07-1Cmumymue7-1ux peJlal1uja MamepujaJl7-1uX MOOeJla zeOMeXa7-1UKe, KOjU cnaoajy 

y zpyny eJlaCmO-lVlaCmUlJ7-1UX MOOeJla, 

3. 	/{amu aJlZOpUmMU epJlo ycneUl7-10 Kopucme KaKO UMlVlUl1um7-1Y Memooy eooenez 

napaMempa (TllM Memoo), maKO U Memooy U7-1KpeMe7-1maJl7-1e lVlaCmUlJ7-1ocmu 

(HllMMemoo), 

4. 	 Pa3euje7-1u corjJmeep ce MOJICe UlUPOKO npUMelbueamu y a7-1aJlU3U u7-1mepaKl1uje 

K07-1cmpYKl1uje U mJla 3a UlUPOKU cneKmap zeo-meX7-1UlJKUX np06JleMa, 

5. 	 lloceooealbe concmee7-1OZ corjJm6epa oMozynaea lbezoe OG/bU pa3eoj U 

npwzazoljaealbe YCJlOeUMa 3a Koje je pa3euje7-1, na mUMe U nOY30a7-1uje 

pe3YJlmame y npUMe7-1u. 



/{W{fle, "CoifjmBep 3U ZeOMeXUHUKY"- llAK-rEO UMa 311al JQj1l0 MeCmO y 1IYMepU'-IKoj 

a1laflU3U '-l6pCmOne U cma6ufl1l0cmu ZeO-meXl-IU'-lKUX K01lCmpYKl1uja. Ca 3a0060fbCm60M 

npeOflaJICeMO oa ce "CoifjmBep 3U ZeOMeXUHUKY"- llAK-rEO npUX6amU KaO 11060 

meX1Iu'-lKO peUlefbe. 

30.06.2010., y Kparyj eBny 

):(p M 



YHlIBep3I1TeT y KparyjeBU;y 
ManII1HCKI1 cpaKYJITeT y KparyjeBU;y 
Epoj : TP-5812010 
07.07.2010.ro~I1He 

KparyjeBau; 

HaCTaBHo-HayqHO Belle MallIHHCKor <paKYJITeTa y KparyjeBll,y Ha CBOjOj ce)],HHll,H 

0)], 01. 07 . 2010. rO)],HHe Ha OCHOBY qJIaHa 200. CTaTYTa MallIHHcKor <paKYJITeTa, 
)],oHenoJe 

O)l;JIYKY 

YcBajajy ce rr03HTHBHe pell,eH3Hje TeXHHqKOr pellIeIha "CoclnBep 3a 
reoMexauuKY"- IIAK-rEO", ayTopa )1.p MUJlOIlI Kojulia, pe)l,. npoll> . Y 
neH3uju, )l,OnUCHU qJlaH CAHY, )1.p Pa)l,OBaHa CJlaBKOBUlia, pe)l,. npoll> , )1.p 
MUpOCJlaBa iKUBKoBulia, pe)l,. npoll>, )1.p HeHa)l, r pyjoBulia, pe)l,. npoll>, Mp 
~paraHa PaI(ulia, uCTpam:uBaq Capa)l,HuK. 

PellIeIhe rrpHrra)l,a K.l1aCH M85, rrpeMa KJIacH<pHKall,Hj H H3 ITpaBHJIHHKa 0 
rrocTyrrKy H HaqHHY Bpe)],HoBaIha, H KBaHTHTaTHBHOM HCKa3HBaIhY 
HayqHOHCTpa)KHBaqKHX pe3YJITaTa HCTpa)KHBaqa, ("CJI. rJIaCHHK PC", 6p. 
38/2008). 

Pell,eH3eHTH cy: 

1. 	 )1.p )1.ejaH )1.uBall, BaHp. npoll>., HHCTUTYT 3a BO)l,OnpUBpe)l,Y "JapOCJlaB 
q epHu" 

2. 	 )1.p MupjaHa BYKulieBuli, )l,OlleHT, rpaljeBuHcKu lI>aKYJlTeT Y lieorpa)l,Y 

)J,OCTaBJbeHO: 

AYTopHMa 

APXHBH 	 ,r r'! 

~\ )J,EKAH MArlll2IPIGKOr <I>AKYJITETA 
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